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1 Resumen.

Se han publicado varias discusiones sobre las posibles observa-
ciones de los campos 4-vectores. Nosotros estudiamos la forma
general de las ecuaciones de movimiento aśı como los invariantes
dinámicos en base al teorema de Noether, reexaminamos la teoŕıa
de los campos ATS y de los potenciales 4-vectores y estudiamos
los limites sin masa. Las motivaciónes teóricas seŕıan las antiguas
publicaciones de Ogievetskii y Polubarinov aśı como las de Kalb
y Ramond. Ogievetskii propuso el concepto del Notof, cuyas
propiedades de helicidad son complementarias a las del fotón.
Analizamos la teoŕıa cuántica de campos tomando en cuenta la
dimension de masa del notof y del fotón. Es posible describir
los grados de libertad del notof y del fotón en base al formal-
ismo modificado de Bargmann-Wigner para espinores simétricos
de segundo rango. Después, procedemos a derivar las ecuaciones
para el tensor simétrico de segundo rango en base al formalismo
Bargmann-Wigner. El multiespinor simétrico de cuarto rango es
utilizado. Generalizamos, y obtuvimos las ecuaciones relativistas
para spin-2, que son consistentes con la relatividad general.

2 Teorema de Noether.

A cada transformación continua de N variables y funciones de
campo que deja invariante la acción expresada como integral en un
volumen cuadrimensional le corresponde N invariantes dinámicas,
por ejemplo, una corriente conservada jµ que cumple ∂µj

µ = 0.
Para demostrar esto denotamos una variación δ en las coorde-
nadas y en las cantidades de campo

ψ′ (x) = ψ (x) + δψ (x) , x′µ = xµ + δxµ. (1)

Comenzamos diciendo que la acción es invariante∫
L′
{
ψ′α, ψ′α,µ , x

′µ} d′x =

∫
L
{
ψα, ψα,µ, x

µ} dx (2)

d′x = Jdx donde J ∼ 1 + ∂λδx
λ es el Jacobiano. Con esto

podemos definir δS = S′ − S

δS =

∫
R

[
Lαδψ

α − ∂µLµαδψα + ∂µ
(
L
µ
αδψ

α)] dx (3)

tras unos cuantos pasos meramente algebraicos obtenemos

δS =

∫
R

Λαδψ
αdx +

∫
B
dσµ

[
L
µ
αδψ

α + Lδxµ
]
. (4)

Donde Λα = ∂L/∂ψα − ∂µ
(
∂L/∂ψα,µ

)
= 0. Por ejemplo, para

variaciones tipo traslacional, al sumar y restar el término dentro
del integrando obtenemos

δS =

∫
R
∂µ
[
L
µ
αδψ

α +
(
gννL− ψα,νL

µ
α
)
δxν
]
dx (5)

con esto obtenemos jµ con θ
µ
ν siendo el tensor enerǵıa-momento,

por lo que llegamos a la ley de conservación.

3 Formalismo Bargmann-Wigner.

Repitiendo el procedimiento de Bargmann-Wigner para obtener
las ecuaciones para bosones con espin 0 y 1. Las ecuaciones básicas
son [

iγµ∂µ −m
]
αβ Ψβγ(x) = 0 (6)[

iγµ∂µ −m
]
γβ Ψαβ(x) = 0 (7)

Expandiendo la función de campo en las partes antisimétricas y
simétricas

Ψ[αβ] = Rαβφ + γ5
αδRδβφ̃ + γ5

αδγ
µ
δτRτβÃµ , (8)

Ψ{αβ} = γ
µ
αδRδβAµ + σ

µν
αδRδβFµν , (9)

dondeR = CP . Las ecuaciones (8,9) llevan al juego de ecuaciones
de Kemmer para s=0:

mφ = 0 ,mφ̃ = −i∂µÃµ ,mÃµ = −i∂µφ̃ , (10)

y las ecuaciones Proca-Duffin-Kemmer para el caso s=1:

∂αF
αµ +

m

2
Aµ = 0 , (11)

2mFµν = ∂µAν − ∂νAµ . (12)

El campo cuantizado de “potencial” es

Aµ(xµ) =
∑

σ=0,±1

∫
d3p

(2π)3

1

2Ep

[
εµ(p, σ)a(p, σ)e−ip·x

+ (εµ(p, σ))cb†(p, σ)e+ip·x
]
. (13)

Para obtener estados transversales hay que utilizar relaciones en-
tre Fµν y el 4-potencial.

4 Lagrangiano, Tensor de enerǵıa-

momento y Momento Angular.

Comenzando con el Lagrangiano, incluyendo, en general, el
término de masa

L =
1

4
(∂µAνα)(∂µAνα)− 1

2
(∂µA

µα)(∂νAνα)

− 1

2
(∂µAνα)(∂νAµα) +

1

4
m2AµνA

µν . (14)

y la ecuación de movimiento resultante es

1

2
( + m2)Aµν + (∂µA

,α
αν − ∂νA ,α

αµ ) = 0 , (15)

donde = −∂α∂α. Y siguiendo el método de Noether obten-
emos el tensor enerǵıa momento:

Θλβ = 1
2

[
(∂λAµα)(∂βAµα)− 2(∂µA

µα)(∂βAλα)−

− 2(∂µAλα)(∂βAµα)
]
− Lgλβ . (16)

Y para rotaciones, los generadores de transformaciones infinitesi-
males se define como

T αβ,µνκτ =
1

2
gαµ(δ

β
κ δ

ν
τ − δ

β
τ δ

ν
κ) +

1

2
gβµ(δνκδ

α
τ − δντ δακ )

+
1

2
gαν(δ

µ
κ δ

β
τ − δµτ δβκ) +

1

2
gβν(δακ δ

µ
τ − δατ δ

µ
κ) (17)

La formula relativista para el tensor de spin es:

Jκτ =

∫
d3x

[
∂L

∂(∂Aαβ/∂t)
T αβ,µνκτ Aµν

]
, (18)

donde como resultado obtenemos

Jκτ =
∫
d3x

[
(∂µA

µν)(g0κAντ − g0τAνκ)

−(∂µA
µ
κ)A0τ + (∂µA

µ
τ )A0κ

+A
µ
κ(∂0Aτµ + ∂µA0τ + ∂τAµ0)

−Aµτ (∂0Aκµ + ∂µA0κ + ∂κAµ0)
]
. (19)

Después de escoger un vector de genero espacial (nµnµ = −1)
podemos encontrar la forma explicita del vector Pauli-Lubanski.

(Wµ · nµ) = −(W · n) = −1
2ε
ijknkJ ijp0 (20)

Jk = 1
2ε
ijkJ ij = εijk

∫
d3x

[
A0i(∂µA

µj)

+A
j

µ (∂0Aµi + ∂µAi0 + ∂iA0µ)
]

(21)

Ahora resulta obvio que al aplicar las condiciones generalizadas de
Lorentz (que son la version cuántica de las ecuaciones de Maxwell
en el espacio-libre) nos lleva a la formulación de la ausencia de
electromagnetismo. El campo Kalb-Ramond resultante es longi-
tudinales (con helicidad h= 0). Todas las componentes del tensor
de momento angular para este caso son iguales a cero.
Como F̃µν(p) ∼ mAµν(p)

Aµν(p) = N
[
ε
(1)
µ (p)ε

(2)
ν (p)− ε(1)

ν (p)ε
(2)
µ (p)

]
(22)

puede coincidir en casos particulares con las componentes longi-
tudinales del tensor antisimétrico obtenido en [3] y [4] con cierta
elección de normalización y de diferente base de spin. Con esto
probamos nuevamente que para el campo tensorial antisimétrico
J ∼

∫
d3x (E ×A), que dice sobre no invariancia de norma de

división en parte orbital y parte de spin, Aµ → Aµ + 1/e(∂µχ).
La invariancia de norma de Kalb-Ramond es diferente, Aµν →
Aµν + ∂µχν − ∂νχµ.

5 Fotón - Notof.

Podemos notar que el ĺımite sin masa de esta teoŕıa contiene la
teoŕıa de Maxwell como caso particular. Mostramos que es posi-
ble definir varios limites sin masa para la teoŕıa de Proca-Duffin-
Kemmer, otra es la del notof de Ogievetski-Polubarinov. Sin em-
bargo, los problemas con propagadores de Feynman-Stueckelberg
se mantienen al considerar al fotón y al notof en la teora PDK por
separado. Las componentes transversales del campo ATS pueden
ser removidas de su correspondiente Lagrangiano debido a las
nuevas transformaciones de Kalb-Ramond.

L = LProca + LNotof = −1

8
FµF

µ − 1

4
FµνF

µν

+
m2

2
AµA

µ +
m2

4
AµνA

µν , (23)

El limite cuando m → 0 debe ser tomado para invariantes
dinámicas solo al final de los cálculos. Y entonces introdujeron [11]
el segundo “fotón”. En su notación el campo de compensación de
24-componentes (en general) Bµ,νλ se reduce al siguiente campo
4-vectorial.

Bµ,νλ =
1

4
εµνλσaσ(x) . (24)

Como vimos recientemente después de la comparación de estas
formulas con el trabajo de OHKR, el segundo “fotón” no es nada
mas que el notof dentro de la selección de normalización.

6 El Tensor Simétrico.

Se obtiene la ecuación de segundo orden para tensores simétricos
de segundo rango:

1

m2

[
∂ν∂

µG ν
κ − ∂ν∂νG µ

κ
]

= G
µ

κ . (25)

Después de la contracción en los indices κ y µ la ecuación se
reduce al conjunto de las ecuaciones:

∂αG
α
κ = Fκ (26)

1

m2
∂νF

ν = 0 , (27)

las ecuaciones que conectan los análogos del tensor enerǵıa mo-
mento y el 4-vector potencial.

7 Bosones de Espin 2.

El Lagrangiano más general invariante relativista para el tensor
simétrico de segundo rango es

L = −α1(∂αGαλ)(∂βG
βλ)− α2(∂αG

βλ)(∂αGβλ)

− α3(∂αGβλ)(∂βGαλ) + m2GαβG
αβ . (28)

que nos lleva a la ecuación[
α2(∂α∂

α) + m2
]
G{µν} + (α1 + α3)∂{µ|(∂αGα|ν}) = 0 . (29)

En el caso cuando α2 = 1 y α1+α3 = −1 la coincide con Eq.(25).
No existe ningún problema en obtener las invariantes dinámicas
para los campos de spin 2 del Lagrangiano de arriba. Ahora pre-
sentamos las posibles interacciones relativistas del tensor simétrico
de 2do rango. Las más simples deben ser las siguientes:

Lint(1) ∼ GµνF
µF ν , (30)

Lint(2) ∼ (∂µGµν)F ν , (31)

Lint(3) ∼ Gµν(∂µF ν) . (32)

El término (∂µG
α
α)Fµ desaparece debido a la restricción de la

traza nula.
También es interesante notar que gracias a los posibles términos

V (F ) = β1(FµF
µ) + β2(FµF

µ)(FνF
ν) (33)

podemos darle masa a la G00 componente del campo de spin 2.
Esto es debido a la posibilidad de que la simetŕıa espontánea del
Higgs se rompa de la siguiente manera:

Fµ(x) = column(< v > +∂0χ(x) g1 g2 g3) (34)

con v siendo el valor esperado del vaćıo, v2 = (FµF
µ) =

−β1/2β2>0. Otros grados de libertad del 4-vector son removi-
dos debido a que son los bosones de Goldstone. Como es usual,
estos modos deben ser importantes para proveer masas a los tres
bosones de norma. Esta expresión no permite una fase arbitraria
para Fµ, la que es posible solamente si el 4-vector sea de variable
complejo.

8 Conclusiones.

Dedujimos las ecuaciones gravitacionales del MCR. Las relaciones
de esta teoŕıa con la gravedad tensor-escalar han sido discuti-
das. Se le puso especial atención a las definiciones correctas del
tensor enerǵıa-momento y a las corrientes de Noether en EM y
TRG. Estimando interacciones concluimos que pueden ser vistas
próximamente en experimentos.
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